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Pouzité oznacenia:

R? ... rovina
p(A,B) ... euklidovska vzdialenost bodov A, B € R?
p(A,B) = /(a1 — b1)2 + (ag — b2)? pre
A= [al,ag],B = [bl,bg]

¢1(A,B) ... Manhattanska vzdialenost bodov A, B € R?
01(A,B) = |ar — bi| + |az — ba|
ls(A,B) ... Cebysevova vzdialenost bodov A, B € R?

KOO(A,B) = max{]al — b1|, ’ag — b2|}

Hadwigerov-Nelsonov problém



Chromatické cislo roviny

Problém (H. Hadwiger, E. Nelson 1950)

Urcte najmensi mozny pocet farieb potrebnych na ofarbenie
vsetkych bodov euklidovskej roviny tak, aby kazdé dva body,
ktorych vzdjomna euklidovska vzdialenost je jednotkova, boli
ofarbené navzdjom réznymi farbami.

Najmensi pocet farieb potrebny na uvedené ofarbenie bodov roviny
sa nazyva chromatické cislo roviny a oznacuje sa x(R?)
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Grafova interpretacia problému: uvazujeme graf, ktorého mnozinu
vrcholov tvoria vietky body roviny R? a mnozinu hran tvoria
dvojice bodov roviny, ktorych vzajomna vzdialenost je jednotkova.
Ulohou je uréit chromatické &islo tohto grafu.

Takto zostrojeny graf je nekoneény a navyse vietky jeho vrcholy
maji nekoneéné stupne; napriek tomu je jeho chromatické &islo
konecné:

Veta (Erdds, de Bruijn)

Nech k je prirodzené Cislo a nech pre graf G plati, Ze pre kazdy
konecny podgraf H C G je x(H) < k. Potom x(G) < k.
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Horna hranica: x(R?) < 7

Dékaz (Isbell 1950; Hadwiger 1961): rozklad roviny na 7 mnozin
vyuzitim regularneho dlazdenia Sestuholnikmi priemeru 1 — ¢:
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Horna hranica: y(R?) <7

Dékaz (Isbell 1950; Hadwiger 1961): rozklad roviny na 7 mnozin
vyuzitim regularneho dlazdenia Sestuholnikmi priemeru 1 — ¢:
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Horna hranica: y(R?) <7

Dékaz (Isbell 1950; Hadwiger 1961): rozklad roviny na 7 mnozin
vyuzitim regularneho dlazdenia Sestuholnikmi priemeru 1 — ¢:
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Iny dokaz (Székely 1982): rozklad roviny na 7 mnozin vyuzitim
dlazdenia stvorcami s uhloprieckou 1:

(pozn. horna a prava hrana kazdého Stvorca — az na horny lavy a
dolny pravy roh — maja farbu prislusného Stvorca)
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Doln4 hranica: x(R?) > 4

Doékaz: graf s hranami jednotkovej dlzky (tzv. vreteno Moserovcov,
1961), ktory nie je 3-chromaticky:

Iny dokaz: Golombov graf (S. Golomb, 1960 — 1965):
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Chromatické ¢islo n-rozmerného priestoru

Hadwigerov—Nelsonov problém mozno uvazovat vieobecne pre
priestor R™ s euklidovskou vzdialenostou:

Veta (Raiskii, 1970)
x(R™) > n + 2.

Najlepsie doposial zname dolné odhady:

’ Dimenzia ‘ Odhad ‘ Pozn. ‘
3 6 Nechushtan 2000
4 7 Cantwell 1996
5 9
6 11 Cibulka 2008
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Plati, ze x(R™) rastie exponencialne vzhladom na n:
Veta (Frankl, Wilson 1981)
X(R™) > (1+0(1)) (5)".

Najlepsie zname horné odhady su exponencialne vzhladom na
dimenziu priestoru:

Veta (Larman, Rogers 1972)
X(R™) < (3 +o(1))".

Hypotéza (Soifer)
X(R™) = 2+ — 1

Ak by existoval 7-chromaticky graf, ktory by bol jednotkovo
nakreslitelny v rovine, tak by mal aspon 6198 vrcholov (Pritikin
1998).
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Chromatické ¢islo racionalnych priestorov

Skamaja sa tiez variacie Hadwigerovho—Nelsonovho problému pre
Specialne priestory.

Oznacenie: Q™ ... mnozina vietkych usporiadanych n-tic
racionalnych Cisel

Veta (Woodall 1973)
x(Q%) =2
Hodnoty a dolné odhady pre x(R"):

| Dimenzia | Hodnota/odhad | Pozn. ‘
3 2 Benda, Perles < 2000
4 4
5 >8 Cibulka 2008
6 > 10 Mann 2003
7 > 15 Cibulka 2008
8 > 16 Mann 2003

Hadwigerov-Nelsonov problém



Dimenzia a euklidovska dimenzia grafu

Dimenzia dim(G) grafu G je najmensie prirodzené Cislo n také, ze
G ma jednotkové nakreslenie v R™.

Problém (Hadwiger, Nelson — ekvivalentna formulacia)

Urcte maximalne chromatické Cislo grafu dimenzie 2.

Dimenzia grafu je monoténny invariant: ak H C G, tak
dim(H) < dim(G).

Pre [ubovolny graf G plati dim(G) < 2x(G).
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Prehlad vysledkov o dimenzii vybranych grafov:
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’ Graf ‘ Dimenzia ‘ pozn.
K, n—1 n>2
K, n—2 n>3
K1 1 m=1,2

2 m > 3
Km’Q 2 m=2

3 m > 3
Kon 4 m>n>3
W, 3 m # 6

2 m==6




Definicia

Nakreslenie D grafu G v priestore R" sa nazyva euklidovské, ak
pre kazda dvojicu vrcholov u,v € V(D) je p(u,v) = 1 prave vtedy,
ked uv € E(Q).

| A

Definicia
Euklidovska dimenzia Edim(G) grafu G je minimalne n také, Ze
existuje euklidovské nakreslenie G v R"™.

Euklidovska dimenzia grafu nie je monoténny invariant: pre
7-vrcholové koleso Wy a graf G, ktory z neho vznikne odstranenim
jednej z neobvodovych hran, plati G C Wy, ale

Edim(Ws) = 2, Edim(G) = 3.
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Pre kazdy graf G plati dim(G) < Edim(G); rozdiel medzi
dimenziou a euklidovskou dimenziou grafu pritom méze byt
l'ubovolne velky:

Veta (Erdds, Simonovits 1980)
Pre kazdé prirodzené cislo n existuje graf G,, taky, ze dim(G) < 4
an—2<Edm(G) <n-1

Veta (Lovasz, Saks, Schrijver 1989)

Pre lubovolny graf G plati Edim(G) < 2A(G).
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Jednotkovo nakreslitelné podgrafy v grafoch

Doteraz nebol najdeny priklad jednotkovo nakreslitelného grafu (v
rovine), ktory by mal chromatické Cislo aspon 5. Na druhej strane
existuja > 5-chromatické grafy, ktoré maja "velké" jednotkovo
nakreslitelné podgrafy.

Netrivialnou otazkou je konstrukcia nekone€nej postupnosti

> 5-kritickych grafov G, (t.j. grafov, ktorych chromatické ¢islo
klesne po odobrati [ubovolnej hrany), ktoré obsahuja jednotkovo
nakreslitelné podgrafy J,, také, ze podiel poctu hran J, a G, sa
limitne blizi k 1.

Hadwigerov-Nelsonov problém



Hajoésova konstrukcia

Z danych dvoch grafov G, H s hranami uu’ € E(G),vv’ € E(G)
skonstruujeme novy graf GAH tak, ze stotoznime vrcholy u a v,
odstranime hrany wu’, vov’ a priddme nova hranu w/v’:
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Hajoésova konstrukcia

Z danych dvoch grafov G, H s hranami uu’ € E(G),vv’ € E(G)
skonstruujeme novy graf GAH tak, ze stotoznime vrcholy u a v,
odstranime hrany wu’, vov’ a priddme nova hranu w/v’:

GAH

Ak G, H si k-kritické grafy, tak GAH je tiez k-kriticky.
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Veta (Siroczki, T.M. 2010)

Existuje nekonecne vela 4-kritickych planarnych grafov, ktorych
euklidovska dimenzia je 2.

Dokaz: postupné aplikovanie Hajésovej konstrukcie vhodnym
spdsobom:

G G,=G,AG,

G=G,_AG,
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Veta (Siroczki, T.M. 2010)

Existuje nekone¢na postupnost 5-kritickych (resp. 6- a 7-kritickych)
grafov G,, taka, Zze pomer poctu hran J, najvé'c"sVeho jednotkového

13

podgrafu G, a poctu hran G,, konverguje ku 8 9 (resp. 3 ey

Dékaz: postupnost {G,,}72 , sa ziska postupnym aplikovanim
Hajosovej konstrukcie pri G; = K5 (resp. K¢ alebo K7) a

Gp = Gp 1AG,_1 pre n > 2; v kazdom kroku mozno Hajésovu
konstrukciu uvazovat ako operaciu na jednotkovo nakreslitelnych
podgrafoch J,,_1.

V pripade konstruovanych 5-kritickych grafov je
|E(Gp)| =22+ 201 +1, |[E(J,)|=2""2 - 1a

i |E(Jn)| o 2nt2 1 8
11m = 111m = —
n—oo |E(Gp)|  n—oo 2024 2n=l 41 9
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Jednotkovo nakreslitelné riedke grafy

Aké velké jednotkovo nakreslitelné podgrafy mozno najst v grafoch
vo vieobecnosti?

Ak ma graf na pevnom pocte vrcholov vela hran, tak s velkou
pravdepodobnostou obsahuje K4 resp. K3 3 ako podgraf, a teda nie
je jednotkovo nakreslitelny; z Turanovej vety dostadvame napr., ze
maximalny pocet hran grafu, ktory neobsahuje Ky, je %2

Na druhej strane, grafy s malym poétom hran si "podobné
stromom", teda je viac pravdepodobné, ze maju jednotkové
nakreslenie.
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Kazdy strom ma jednotkové nakreslenie v rovine.

Definicia

Nakreslenie D = D(G) grafu G (pozn. nie nutne planarneho) sa
nazyva e-tenké, ak existuje vrchol X € V(D) taky, ze D je (ako
mnozina bodov roviny) podmnozinou nejakého uhla s vrcholom X a
velkostou «.

Lema

| A\

Pre kazdé ¢ > 0 a kazdy strom T existuje e-tenké jednotkové
nakreslenie T' v rovine.

A\
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n-vrcholové grafy s n hranami

Kazdy savisly graf s n vrcholmi a n hranami je unicyklicky:
obsahuje jedina kruznicu, na ktord mdzu byt pripojené dalsie
stromy.

Jednotkové nakreslenie unicyklického grafu mozno ziskat z
jednotkového nakreslenia kruznice a z e-tenkych nakresleni
korenovych stromov, ktorych korene st vrcholmi danej kruznice.
Kruznicu unicyklického grafu mozno jednotkovo nakreslit napr. ako
pravidelny mnohouholnik a stromy, ktoré si na hu potencialne
pripojené, sa nakreslia e-tenké (& pritom treba zvolit dostatocne
malé, aby nedoslo k prekryvu nakresleni stromov).
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n-vrcholové grafy s n + 1 hranami

Kazdy savisly graf s n vrcholmi a n hranami je bicyklicky
(obsahuje prave dve kruznice, ktoré mézu byt spojené cestou) alebo
obsahuje #-graf (trojicu vnatorne disjunktnych ciest so spolocnymi
koncovymi vrcholmi) ako podgraf:

bicyklicky graf
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Okrem grafov, ktoré obsahuju K5 3 ako podgraf st vsetky savislé
n-vrcholové grafy s n + 1 hranami jednotkovo nakreslitelné v
rovine: nakreslenie bicyklickych grafov vychadza z nakreslenia
oboch kruznic ako pravidelnych mnohouholnikov (pripadné
pripojené stromy sa nakreslia e-tenké vo "vhodnom smere"); pre 6
grafy existuju separatne konstrukcie v zavislosti od dlZok ciest,
ktoré ich vytvaraja.
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Hadwigerov—Nelsonov problém s inou metrikou

Ak miesto euklidovskej vzdialenosti budeme uvazovat
Manhattanski resp. Ceby§evovu vzdialenost, tak chromatické é&islo
roviny je 4: pre obe vzdialenosti existuje v rovine stvorica bodov vo
vzajomnych jednotkovych vzdialenostiach. Dalej, regularne
dlazdenie roviny stvorcami (vzhladom na euklidovskd vzdialenost)
zodpoveda rozkladu roviny (s Manhattanskou resp. Cebysevovou
vzdialenostou) na jednotkové gule, ktoré mozno ofarbit 4 farbami
tak, aby ziadne dva body rovnakej farby neboli vo vzdialenosti 1.
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Hadwigerov—Nelsonov problém s inou metrikou
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Na druhej strane, chromatické €islo roviny s trivialnou metrikou
(vzdialenost kazdych dvoch roéznych bodov je definovana ako
jednotkova) nie je konecné.

Otazka

Mozno pre kazdé prirodzené n definovat metriku d v rovine tak,
aby v R? existovalo n bodov takych, Ze ich vetky vzajomné
vzdialenosti st jednotkové 7

Definicia

| A\

Rovnostranna dimenzia metrického priestoru (X, d) s metrikou d
Jje maximalny pocet bodov X, ktorych vzajomné vzdialenosti st
rovnakeé.

Hypotéza (Kusner)

Rovnostranna dimenzia R™ s Manhattanskou metrikou je rovna 2n.
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Dakujem za pozornost :-S
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