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LP problémy a simplexovad metdda



Formulacia problému

1939 L.V.Kantorovi¢, 1947 Dantzig

m min ¢’z za podmienky Az < b
m min ¢’z za podmienok Az =b,z >0

m min ¢’z za podmienok Az = by,
A2m S b21
b<zc<ub



Simplexova metdda
1947 Dantzig



2-fazy simplexove] metédy

1.faza hlada sa bod na konvexnom polytépe, ¢o je sdm o sebe LP
problém

2.faza hlada sa optimum



Degeneracia a zacyklenie

Metody na rieSenie problému zacyklenia
m perturbicia 1952 Charnes
m lexikografickd metdéda 1955 Dantzig, Orden, Wolfe
m metdda najmensich indexov 1977 Bland



Degeneracia a zacyklenie

Metody na rieSenie problému zacyklenia
m perturbicia 1952 Charnes
m lexikografickd metdéda 1955 Dantzig, Orden, Wolfe
m metdda najmensich indexov 1977 Bland

Problém zistovanie degeneracie je NP-zlozity (1981
Chandrasekaran, Kabadi, Murty)



Zlozitost simplexovej metody
1972 Klee-Minty
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Zlozitost simplexovej metody

1972 Klee-Minty

-

- 0<a <1

T < <1-7z

T <23 <1—72

1994 Girtner, Ziegler - ndhodny pivot vyZaduje O(n?) krokov



Priemerné zloZitost simplexovej metody

1985 I.Adler, N. Megiddo

Ak su problémy generované z dostatoéne “symetrickej” a
hladkej pravdepodobnostnej distribiicie, potom pre ocakavany
pocet krokov plati

c1(min(m, n))? < p(m, n) < cx(min(m, n))>

Podobné vysledky dosiahli tiez Borgwardt, Smale, Haimovich,
Karp, Shamir, Todd.



Zlozitost pod vplyvom perturbécii

2001 D.Spielman, S.Teng

Priemerna komplexita simplexovej metédy v okoli Tubovolného
problému je polynomiélna.
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Hirshova domnienka

Pocet nutnych krokov simplexovej metédy je najviac n — d.
m dokdzana pre d < 6, 1967 Klee-Walkup
m subexponencidlna hranica no(ﬁ), 1992 Kalai

m vyvratena v dimenzii d = 43, 2010 F. Leal



Elipsoidnd metdda
1979 L.G. Chacijan




Elipsoidnd metdda

1979 L.G. Chacijan

L. Lovasz Zdd sa, Ze skoro vsetky problémy kombinatorickej
optimalizdcie, ktoré su rieSitelné pomocou efektivneho
algoritmu, mozno riesit kombindciou elipsoidne; metddy a
paZravého algoritmu. The Mathematical Intelligencer (1980)



Iné metédy

m metddy vntatorného bodu
m randomizované kombinatorické metddy
m met6dy zalozené na Tichonovovej regularizacii



Iné metédy

m metddy vntatorného bodu
m randomizované kombinatorické metddy
m met6dy zalozené na Tichonovovej regularizacii

Otvoreny problém: najst silne polynomialny algoritmus
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Karmarkova metoda



Metédy vnutorného bodu
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RieSenia su iterativne konstruované vniitri konvexného
polytopu, vacsinou sa pohybujic po centrdlne; ceste.



Nelinedrny problém

f : R} — R spojita diferencovatelnd, A je typu m x n

min f(z)
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z>0



Nelinedrny problém

f : R} — R spojita diferencovatelnd, A je typu m x n

min f(z)
za podmienok Az = b
z>0

Predpoklada sa, %e z° je dans.
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Kroky SSD algoritmu

Skalovanie tak aby zF — e = (1,...,1)

X := diag(zf,...,z5), A = AX, F(y) = f(Xy)
Urc¢enie smeru zmeny

h:= —PVjf(e), kde P:=1 - A'(AA") 1A
Minimalizacia na priamke

A € argmin{f(e + Ah)|A > 0,e + Ah > 0}
Novy bod

y* = e+ 6\h

Navrat

chtl = Xy
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SSD sa aplikuje na LP problém

min ¢’z
za podmienok Az =10
az=1,a>0

z>0

Predpoklada sa, ze
m mnozina S = {z € R}|Az =0, a’z = 1} je ohranicena,
m bod e = (1,...,1) je pripustny,
m ¢’z nie je konstantné na S,
m cena optimalneho rieSenia je 0.



Karmarkarov algoritmus

Aplikacia SSD s funkciou

(c'z)"
[Tz

Karmarka ukazal, ze algoritmus m4 linedrnu konvergenciu.

f(z) = nlog(c'z) Zlog z; = log



IPM vs. Simplex

V praxi nezaostava za simplexom, avSak simplex lepsi pre
celoCiselné programovanie.



IPM vs. Simplex

V praxi nezaostava za simplexom, avSak simplex lepsi pre
celoCiselné programovanie.

2004 Deza, Terlaky, Nematollahi, Peyghami centrélna cesta na
Klee-Mintyho kocke moze “navitivit” vietkjch 2" vrcholov

=
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Metoda T. Jurika



Motivacia

Reformulacia LP: bod z* je optimum < z* najblizéi bod
polytépu k nadrovine H kolmej k cenovému vektoru.

w* H(z)

p*



Motivacia

Reformulacia LP: bod z* je optimum < z* najblizéi bod
polytépu k nadrovine H kolmej k cenovému vektoru.

w* H(z)

x

Napad: modifikujme LP ako hladanie bodu
zs najbliz§ieho k podmnozine S C H.



Najjednoduchsi pripad: S je bod

Pre dany bod w € H(z) je tazké najst z, ktory je k w najblizsi.
Rovnako tazké ako riesit samotny LP problém.




Obratenie problému

Pre dany bod z je l'ahké najst body wy, we na H(z), také ze
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Obratenie problému

Pre dany bod z je l'ahké najst body wy, we na H(z), také ze
m w; je najbliz§i k ¢ (priemet z na H(z))
m z je najblizsi bod polytépu k wo

w* H(z)

Prevedme tymito dvoma bodmi priamku!



Druhy najjednoduchS$i pripad: S je priamka




Outline

Kvadratické programovanie



Formulacia problému

Minimalizuj f(z) = %x’Q:z: + ¢z za podmienok

Az <b, >0



Formulacia problému

Minimalizuj f(z) = %x’Q:z: + ¢z za podmienok
Az <b, >0

Ak @ je kladne definitnd, tak f(z) je konvexna funkcia a
existuje jediné lokdlne minimum, ktoré je aj globalnym
minimom.



KKT podmienky na minimum

Treba riesit sustavu:

/!

Qr+ Ay —y=—c
Az +v=1"
z>0,up>0y>0,v>0
y'z =0,uv =0



Metédy rieSenia QP
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Metédy rieSenia QP

modifikovana simplexova metoda
Frank-Wolfe algoritmus

met6dy vnitorného bodu
gradientovd met6da

metoda projekcie gradientu

elipsoidnd metdda
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Vyskumné otazky



Priklad hladkej, konvexnej plochy
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Priklad hladkej, konvexnej plochy

Domnienka

Ak je Hessian kladne definitny, metéda konverguje linearne.

Domnienka

Presnost po k krokoch je priamo tiimerna vzdialenosti H od
polytopu.

Aky je efekt dilatacie na konvergenciu?




Reélne testy na NETLIB problémoch

93 standardnych LP problémov



Reélne testy na NETLIB problémoch

93 standardnych LP problémov Ako sa sprava origindlny
algoritmus ako aj jeho rézne varianty:

m ndhodnd priamka cez

ndhodna priamka cez w

len 1-krok vo vnitornom algoritme
postuvanie nadroviny

§kalovanie

viacdimenzionalne podmnoziny S



Degeneracia

Aky efekt maja degenerované ilohy?




Anal6g Hirshovej domnienky

Prianie
Pre dant priamku, pocet iteracii metédy je ohraniceny
§tvorcom poctu obmedzeni.



Suvislost s inymi LP — QP metédami

Mangasarian, Golikov, EvtuSenko, Kanzow, Navidi, Malek,
Khosravi, ...
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